
Quy hoạch tuyến tính Trường ĐHSP Đồng Tháp

Chương 3.

PHƯƠNG PHÁP ĐƠN HÌNH VÀ CÁC

THUẬT TOÁN CỦA NÓ

3.1. Cơ sở lí luận

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc

f(x) = cTx→ min (1)

Ax = b (2)

x > 0 (3)

Với A là ma trận m × n, b ∈ Rm , c và x ∈ Rn, trong đó, A có hạng là m

(m ≤ n). Bài toán quy hoạch là không suy biến, tất cả phương án cực biên của nó

đều có số thành phần dương bằng m và x∗ = (x01, x02, · · · , x0n) là một phương án

cực biên. Ký hiệu J0 = {j : x0j > 0}. Hệ véc tơ
{
Aj : j ∈ J0

}
độc lập tuyến tính,

cho nên các véc tơ Ai, i = 1, .., n đều biểu thị duy nhất qua cơ sở
{
Aj : j ∈ J0

}
Ai =

∑
j∈J

xijA
j, i = 1,..,n (4)

Nếu gọi B là ma trận có các cột là
{
Aj, j ∈ J0

}
và đặt xi = (xij) ∈ Rm, j ∈ J0

thì Ai = Bxi hay xi = B−1Ai, i = 1, ..., n.

Nếu đặt x0 = (x0
j) ∈ Rm, c0 = (c0j) ∈ Rm với j ∈ J0 thì f(x0) = cT0 x0 =∑

j∈J0

c0jx0j, Bx
0 = b.

Định nghĩa 3.1.1 (Ước lượng). Ta gọi ∆i = c0Txi − ci, i = 1, . . . , n là ước

lượng của biến xi (hay của véc tơ Ai) ứng với cơ sở J0.
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Định lý 3.1.2 (Dấu hiệu tối ưu). Nếu phương án cực biên x∗ của quy hoạch

tuyến tính có ∆i 6 0, i = 1, . . . , n thì x∗ là phương án tối ưu của bài toán

(1),(2),(3).

Chứng minh.

Xét phương án bất kì y = (yi), ta có:

b =
n∑

i=1

yi.A
i =

n∑
i=1

yi(
∑
j∈J0

xij.A
j) =

∑
j∈J0

(
n∑

i=1

xijyi.)A
j; b =

∑
j∈J0

x0jA
j(do (4))

⇒ x0j =
n∑

i=1

xijyi. j = 1, 2, ..., n (5)

Từ ∆i 6 0 (∀i) suy ra c0Txi 6 ci. Do đó, ta được:

f(y) =
n∑

i=1

ciyi >
n∑

i=1

(c0Txi)yi

=
n∑

i=1

(
∑
j∈J0

xijcj)yi

=
∑
j∈J0

(
n∑

i=1

xijyi)cj

=
∑
j∈J0

cj.x0j = f(x0)

Vậy, x0 là phương án tối ưu. �

Định lý 3.1.3 (Dấu hiệu hàm mục tiêu không bị chặn). Nếu phương án cực

biên x0 của quy hoạch tuyến tính mà có j sao cho ∆j > 0 và xj ≤ 0 thì bài toán

(1),(2),(3) có hàm mục tiêu không bị chặn.

Chứng minh.

Ta có:

Ai =
∑
j∈J0

xijA
j (∀i) (theo (4))

Gọi

di = (dij) : dij =


xij j ∈ J0

−1 j = i

0 j /∈ J0 ∪ {i}
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Xét véc tơ x(θ) = x0 − θdi(θ ≥ 0), ta có:

n∑
j=1

xj(θ)A
j =

∑
j∈Jo

(x0j − θx0j)A
j + θAi

=
∑
j∈Jo

x0jA
j + θ(Ai −

∑
j∈J0

x0jA
j) = b+ 0 = b.

Và xji ≤ 0 nên di ≤ 0 mà x0 ≥ 0, cho nên x(θ) ≥ 0 với mọi θ ≥ 0.

Do đó, x(θ) là phương án của bài toán.

Mặt khác, ta thấy

f
(
x(θ)

)
=

n∑
j=1

cjxj(θ) =
∑
j∈J0

cj(x0j − θxij) + θci

=
∑
j∈J0

cjx0j + θ
(

(ci)−
∑
j∈J0

cjxij

)
= f(x0)− θ∆i → −∞ khi θ → +∞ do ∆i > 0.

Do đó, hàm mục tiêu không bị chặn. �

Định lý 3.1.4 (Dấu hiệu xây dựng được phương án tối hơn). Nếu phương

án cực biên x0 của quy hoạch tuyến tính tồn tại j sao cho ∆j > 0 và xj có ít nhất

một thành phần dương thì có thể xây dựng được phương án tốt hơn x0.

Chứng minh.

Xét véc tơ x(θ) = x0 − θdi(θ > 0). với

di = (dij) : dij =


xij j ∈ J0

−1 j = i

0 j /∈ J0 ∪ {i}

Theo trên, Ax(θ) = b và f(x(θ)) = f(x0)− θ∆i < f(x0) vì θ > 0 và ∆i > 0.

Tuy nhiên, xji còn có j mà xji > 0 nên không bảo đảm cho x(θ) ≥ 0, với mọi

θ > 0.

Giá trị lớn nhất của θ để có x(θ) ≥ 0 là

θ0 = min

{
x0j

xij
: xij > 0, j = 1, 2, ...,m

}
=
x0r

xir

Bằng cách đặt x = x(θ0) được phương án mới tốt hơn phương án đã cho. �
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Nhận xét 3.1.5. Ar là véc tơ đưa ra ngoài cơ sở (J ′0), còn A
i là véc tơ (vào) cơ sở

(J ′0). Việc chọn véc tơ vào cơ sở, thường theo quy tắc: max {∆i : i = 1, . . . , n} = ∆v

khi đó Av là véc tơ vào cơ sở.

3.2. Thuật toán đơn hình

3.2.1 Thuật toán đơn hình

Thuật toán đơn hình để giải quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc khi biết phương

án cực biên x∗.

B1. Kiểm tra tối ưu.

Xác định: c0, xi = B−1Ai, i = 0, 1, . . . , n. Tính ∆i = c0Txi − ci, i = 1, . . . , n.

Nếu ∆i > 0, ∀i thì x∗ là phương án tối ưu. Thuật toán kết thúc. Ngược lại,

chuyển sang B2.

B2. Kiểm tra hàm mục tiêu bài toán không bị chặn.

Nếu tồn tại k : ∆k > 0 và xk ≤ 0 thì bài toán có hàm mục tiêu không bị chặn.

Thuật toán kết thúc. Ngược lại, chuyển sang B3.

B3. Xây dựng phương án cực biên mới tốt hơn.

(i) Tìm véc tơ đưa vào cơ sở: Nếu max ∆i : i = 1, . . . , n = ∆v thì Av được

chọn đưa vào cơ sở.

(ii) Tìm véc tơ đưa ra cơ sở: Nếu min

{
x0i

xvi
: xvi > 0

}
=
x0r

xv.r
thì ta chọn Ar

đưa ra cơ sở.

(iii) Xây dựng phương án cực biên mới (ứng với cơ sở vừa xác định mới).

Bằng phép biến đổi dòng, người ta gọi là phép xoay, ta có phương án

cực biên mới. Chuyển trở lại B1.

3.2.2 Bảng đơn hình

Thuật toán đơn hình thường được biểu diễn dưới dạng bảng. Mỗi bước ứng với

một phương án cực biên là một bảng đơn hình.
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Mỗi bảng đơn hình gồm 3 + n cột: cột c0, cột thứ hai ghi các véctơ trong cơ sở,

cột thứ ba ghi x0. Dòng trên cùng ghi véctơ hệ số hàm mục tiêu c, dòng thứ hai

ghi các véctơ xj mà các thành phần của nó được ghi vào cột tương ứng. Dòng cuối

cùng ghi f = f(x) và các ∆j, j = 1, . . . , n mà các giá trị của nó được tính ngay

trên bảng đơn hình này.

• f(x) = c0Tx0: Tích vô hướng của c0 và x0.

• ∆j = c0Txj − cj: Tích vô hướng của c0 và xj trừ đi cj.

Sau khi tính các ước lượng ta tiến hành kiểm tra tính tối ưu, tính không bị

chặn của hàm mục tiêu. Nếu thỏa một trong hai tính chất trên thì thuật toán kết

thúc, còn không thì ta xây dựng phương án cực biên mới, tương ứng với bảng đơn

hình mới.

Để xây dựng bảng đơn hình tiếp theo, ta lần lượt làm các việc sau:

(I) Tìm cột xoay: Nếu phương án chưa thỏa tính tối ưu thì cột (v) ứng với véc

tơ đưa vào cơ sở Av là cột xoay.

(II) Tìm dòng xoay: Theo quy tắc tìm véc tơ đưa ra cơ sở, nếu tìm được véc tơ

đưa ra là Ar thì dòng r là dòng xoay.

(III) Thực hiện phép xoay: Ta có dòng Ar của ma trận A là dòng xoay, cột Av

của ma trận A là cột xoay,thì (xvr) gọi là phần tử trục. Khi đó, ta xây dựng

được bảng đơn hình mới bằng phép xoay.

Từ bảng đơn hình, ta lập bảng tiếp theo như sau:

• Trên dòng xoay thay Ar bởi Av sau đó thực hiện phép xoay.

• Chia mỗi phần tử của dòng xoay cho phần tử của trục xvr, như vậy số 1 xuất

hiện tại vị trí trục.

• Để tính dòng i mới i ∈ J \ {r}, ta lấy dòng i củ trừ đi tích của dòng xoay đã

biến đổi với phần tử nằm giuao giữa hai dòng đang tính và cột xoay (kể cả

dòng ước lượng).
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Ví dụ 3.2.3. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

f(x) = x1 −x2 +2x3 −2x4 −3x6 → min

x1 +x3 +x4 −x6 = 2

x2 +x4 +x6 = 12

4x3 +2x4 +x5 +3x6 = 9

xj > 0, j = 1, ..., 6

Giải

Bài toán có dạng chuẩn tắc.

C0 Cơ 1 -1 2 -2 0 -3

sở x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 A1 2 1 0 1 1 0 -1

-1 A2 12 0 1 0 1 0 1

0 A5 9 0 0 4 2 1 3

f -10 0 0 -1 (2) 0 1

A4 2 1 0 1 1 0 -1

A2 10 -1 1 -1 0 0 2

A5 5 -2 0 2 0 1 5

f -14 -2 0 -3 0 0 (3)

A4 3 0.6 0 1.4 1 0.2 0

A3 8 -0.2 1 -1.8 0 -0.4 0

A6 1 -0.4 0 0.4 0 0.2 1

f -17 -0.8 0 -42 0 -0.6 0

Ta thấy ngay phương án phương án cực biên x∗ = (2, 12, 0, 0, 9, 0) tương ứng

với cơ sở {A1, A2, A5}.
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3.2.4 Trường hợp bài toán suy biến

Trường hợp bài toán suy biến, để tránh xoay vòng ta có thể sử dụng quy tắc Blac

để chọn véc tơ vào cơ sở:

Av là véc tơ vào nếu v = min{i : ∆i > 0}.

Tuy nhiên, xoay vòng hiến gặp.

3.2.5 Tìm phương án cực biên và cơ sở ban đầu

Thuật toán đơn hình gốc, áp dụng giải quy hoạch tuyến tính khi đưa dạng chính

tắc, có sẳn cơ sở đơn vị và phương án cực biên. Tuy nhiên không phải lúc nào cũng

gặp may như vậy. Trong trường hợp đó, ta phài tìm cách đưa về dạng có thể áp

dụng thuật toán đơn hình mà tìm ra phương án cực biên xuất phát. Một trong

những cách đó là dùng biến giả sẽ được trình bày dưới đây, có hai dạng: Hai pha

và đánh thuế.

Thuật toán đơn hình hai pha

Bài toán gốc, bài toán bổ trợ

Giả sử cần giải bài toán (mà ta sẽ gọi là bài toán gốc):
f(x) = cTx→ min

Ax = b

x > 0

b > 0

Tương ứng với bài toán gốc, ta lập bài toán bổ trợ sau:
F (x,w) = xn+1 + xn+2 + .....+ xn+m → min

Ax+ w = b

x > 0; W > 0

Trong đó, wT = (xn+1, xn+2, . . . , xn+m) và xn+i là các biến thêm vào, gọi là biến

giả i = 1, 2, ..,m. Các véc tơ An+i là các véc tơ đơn vị giả i = 1, 2, . . . ,m.
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Mối liên hệ bài toán gốc và bài toán bổ trợ

Gọi tập phương án bài toán gốc và bổ trợ là P và P ′.

Ta thấy, x ∈ P khi và chỉ khi (x, 0) ∈ P ′; x là phương án cực biên bài toán gổc

khi và chỉ khi (x, 0) là phương án cực biên bài toán bổ trợ.

Xét bài toán bổ trợ.

+ P ′ 6= ∅ vì (0, b) ∈ P ′ và F (x,w) ≥ 0. Do đó, bài toán bổ trợ luôn có phương

án tối ưu.

+ Bài toán bổ trợ có dạng chính tắc, có sẳn cơ sở đơn vị và phương án cực biên

nên áp dụng phương pháp đơn hình gốc để giải. Tìm được phương án cưc

biên tối ưu là (x,w) = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m). Hãy xét hai trường hợp

w = 0 và w 6= 0.

* w 6= 0, suy ra, tồn tại xn+i > 0. Khi đó, bài toán gốc có tập phương án

P = ∅.

Thật vậy, nếu tồn tại x ∈ P thì (x, 0) ∈ P ′ và F (x, 0) = 0 và tại xn+i > 0

thì Fmin = F (x,w) > 0 > F (x, 0) vô lí. Do đó, P = ∅.

* w = 0. Tức là mọi biến giả bằng 0, khi đó, x là phương án cực biên của

bài toán gốc.

Lúc w = 0 thì Fmin = F (x,w) = 0 và (x, 0) là phương án cực biên của

bài toán bổ trợ nên là phương án cực biên của bài toán gốc.

Thuật toán hai pha.

Pha 1. Tìm phương án cực biên cho bài toán gốc.

(i) Lập bài toán bổ trợ. Lập biến giả ứng cho những véc tơ đơn vị còn thiếu.

(ii) Giải bài toán bồ trợ, áp dụng phương pháp đơn hình để giải, tìm Fmin.

Nếu Fmin 6= 0 thì tập P = ∅. Dừng.

Nếu Fmin = 0 thì tìm được x∗ là phương án cực biên cho bài toán gốc chuyển

sang pha 2.

Pha 2. Tìm phương án cực biên tối ưu, áp dụng phương pháp đơn hình để giải.
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Ví dụ 3.2.6. Giải quy hoạch tuyến tính

f(x) = 2x1 + 6x2 − 5x3 + x4 + 4x5 → min
x1 −4x2 +2x3 −5x4 +9x5 = 3

x2 −3x3 +4x4 −5x5 = 6

x2 −x3 +x4 −x5 = 1

xj > 0, j = 1, .., 5

Giải

Ta đưa vào hai biến giả là x6, x7 cho các ràng buộc thứ (2) và (3). Khi đó, ta được

bài toán bổ trợ sau.

F (x) = x6 + x7 → min
x1 −4x2 +2x3 −5x4 +9x5 = 3

x2 −3x3 +4x4 −5x5 + x6 = 6

x2 −x3 +x4 −x5 + x7 = 1

xj > 0, j = 1, .., 7

Các bảng đơn hình giải bài toán trên là
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Vậy, phương án tối ưu x = (14, 0, 16, 31, 0) và fmin = 7.

Nhận xét 3.2.7.

+ Nhập số liệu lúc đầu hệ số xi của F là 0 nếu nó là biến, còn biến giả là 1.

+ Pha 1. Kết thúc sau 3 buớc lặp, dấu hiệu tối ưu bài toán bổ trợ xuất hiện,

trong cơ sở không có biến giả. Ta tìm được phương án cực biên cho bài toán

gốc.

+ Pha 2. Ta phải tính ước lượng tương ứng phương án tìm được.

Ví dụ 3.2.8. Giải quy hoạch tuyến tính.

f(x) = 7x1 + x2 − 4x3 → min
−6x1 +4x2 +5x3 > −20

x1 +2x2 x3 = 8

3x1 +2x2 −x3 6 −8

xj > 0, j = 1, 2, 3

Giải

Ta chọn biến bù x4, x5 ta đưa bài toán dạng chính tắc với b ≥ 0 như sau.

f(x) = 7x1 + x2 − 4x3 → min
6x1 −4x2 −5x3 + x4 = 20

x1 +2x2 x3 = 8

−3x1 −2x2 +x3 − x5 = 8

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5

Tiếp tục chọn biến giả x6, x7, ta có bài toán bổ trợ sau.

F (x) = x6 + x7 → min
6x1 −4x2 −5x3 + x4 = 20

x1 +2x2 x3 + x6 = 8

−3x1 −2x2 +x3 − x5 + x7 = 8

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
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Ta có bảng đơn hình sau:

C0 Cơ 0 7 1 -4 0 0

sở x0 x1 x2 x3 x4 x5

0 A4 20 6 -4 -5 1 0

1 A6 8 1 2 1 0 0

1 A7 8 -3 2 1 0 -1

F 16 -2 4 2 0 -1

0 A4 36 8 0 -3 1 1

1 A2 4 0.5 1 0.5 0 0

0 A7 0 -4 0 0 0 -1

F 0 -4 0 0 0 -1

f 4 -6.5 0 4.5 0 0

A4 60 11 6 0 1 1

A3 8 1 2 1 0 0

A7 0 -4 0 0 0 -1

f -32 -11 -9 0 0 0

Vậy, phương án tối ưu x = (0, 0, 8) và fmin = −32.

Nhận xét 3.2.9. Bước 2 kết thúc pha 1, tuy cơ sở còn biến giả nhưng giá trị bằng

là 0. Do đó, ta tìm được phương án cực biên suy biến cho bài toán gốc.

Thuật toán đánh thuế (Thuật toán bài toán(M)).

Bài toán M-lớn

Ta có thể kết hợp hai pha của phương pháp hai pha thành một nhờ phương

pháp đánh thuế vào biến giả. Từ bài toán xuất phát dạng chính tắc, ta lập bài

toán M-lớn như sau.

F (x,w) = cTx+M(xn+1, xn+2, ..., xn+m)→ min
Ax+ w = 0

x > 0, w > 0
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Trong đó w = (xn+1, xn+2, . . . , xn+m), xn+1, xn+2, . . . , xn+m gọi là các biến giả.

M là số dương rất lớn (lớn hơn bất cứ số nào cần so sánh). Ứng với mỗi biến giả

thì có hệ số hàm mục tiêu của nó là M , như là sự đánh thuế vào biến giả.

Mối liên hệ bài toán gốc và bài toán M-lớn

Định lý 3.2.10 (Quan hệ giữa bài toán gốc và M -lớn). Xem bài toán gốc và

bài toán M -lớn tương ứng thì

(a) Nếu bài toán gốc có phương án thì mọi phương án cực biên tối ưu của bài toán

M-lớn phải có w = 0.

(a) Nếu bài toán gốc có phương án tối ưu x thì bài toán M-lớn phải có ít phương

án tối ưu (x, 0) và ngược lại.

Nhận xét 3.2.11. Như vậy, để giải bài toán gốc, ta có thể giải bài toán M-lớn

tương ứng. Khi bài toán M-lớn không có phương án hoặc có phương án cực biên

tối ưu (x,w).

Với w 6= 0 thì bài toán gốc không có phương án nào cả; nếu nó có phương án

tối ưu dạng (x, 0) thì x là phương án tối ưu bài toán gốc.

Thuật toán đánh thuế

(i) Lập bài toán M -lớn. Lập biến giả ứng cho những véc tơ đơn vị còn thiếu.

Lập bảng đơn hình xuất pháp: Các ước lượng có dạng ∆i = αi + βiM nên

tách ra hai dòng. Dòng trên là αi, dòng dưới là βi. Ta có thể bỏ cột biến giả

không lập.

(ii) Áp dụng phương pháp đơn hình giải.

Khi giải, so sánh các ước lượng ∆i = αi + βiM , ta áp dụng theo quy tắc:

(a) ∆i < 0 nếu βi < 0 hoặc (βi = 0 và αi < 0).

(b) ∆i > 0 nếu βi > 0 hoặc (βi = 0 và αi > 0).

32



Quy hoạch tuyến tính Trường ĐHSP Đồng Tháp

(c) ∆i < ∆j nếu βi < βj hoặc (βi = βj và αi < αj).

Dấu hiệu bài toán gốc có tập phương án rỗng là phương án tới ưu của bài

toán M -lớn là (x,w) mà w 6= 0 hoặc Fmin(x,w) == α0 + β0M mà β0 6= 0.

Ví dụ 3.2.12. Giải quy hoạch tuyến tính sau:

f(x) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 → min
x1 +2x2 −x3 +x4 = 2

2x1 −6x2 +3x3 +3x4 = 9

x1 −x2 +x3 −x4 = 6

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4

Giải

Ta chọn biến giả x5, x6, x7, ta có bài toán M-lớn tương ứng sau

F (x) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 +M(x5 + x6 + x7)→ min
x1 +2x2 −x3 +x4 + x5 = 2

2x1 −6x2 +3x3 +3x4 + x6 = 9

x1 −x2 +x3 −x4 + x7 = 6

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

Ta có các bảng đơn hình.

C0 Cơ 0 -3 1 3 -1

sở x0 x1 x2 x3 x4

M A5 2 1 2 -1 1

M A6 9 2 -6 3 3

M A7 6 1 -1 1 -1

F 0 3 -1 -3 1

17 4 -5 3 3

A1 2 1 2 -1 1

A6 5 0 -10 5 1

A7 4 0 -3 2 -233
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F -6 0 -7 0 -2

9 0 -13 7 -1

A1 3 1 0 0 1.2

A3 1 0 - 2 1 0.2

A7 2 0 1 0 -2.4

F -6 0 -7 0 -2

2 0 1 0 -2.4

A1 3 1 0 0 1.2

A3 5 0 0 1 -4.6

A2 2 0 1 0 -2.4

F 8 0 0 0 -18.8

0 0 0 0 0

Vậy, nghiệm tối ưu bài toán x = (3, 2, 5, 0) và fmin = 8.

Ví dụ 3.2.13. Giải quy hoạch tuyến tính

f(x) = 2x1 − 2x2 + 3x3 → min 2x1 + 2x2 − x3 6 1

x1 − x2 − 3x3 > 1

xj > 0, j = 1, 2, 3

Giải

Gọi hai biến bù x4, x5, đưa bài toán về dạng chính tắc và x6 là biến giả, ta có

bài toán M -lớn sau.

F (x) = 2x1 − 2x2 + 3x3 +Mx6 → min 2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1

x1 − x2 − 3x3 − x5 + x6 = 1

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

Ta có các bảng đơn hình sau:
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C0 Cơ 0 2 -2 3 0 0

sở x0 x1 x2 x3 x4 x5

0 A4 1 2 2 -1 1 0

M A6 1 1 -1 -3 0 -1

F 0 -2 2 -3 0 0

1 1 -1 -3 0 -1

A1 0.5 1 1 -0.5 0.5 0

A6 0.5 0 -2 -2.5 -0.5 -1

F 1 0 4 -4 1 0

0.5 0 -2 -2.5 -0.5 -1

Vậy, bài toán đã cho có tập phương án rỗng. Do bài toán M -lớn có phương

án tối ưu x = (0.5, 0, 0, 0, 0, 0.5) có biến giả x6 = 0.5 > 0.

3.3. Bài tập chương 3

Bài 3.1. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính:

3x1 + 2x2 + 5x3 − 2x4 → min (3.3.1)
x1 +7x3 −3x4 = 7

x2 −2x3 +x4 = 1

3x3 −x4 +x5 = 16

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5. (3.3.2)

(a) Tìm phương án cực biên x ứng với cơ sở A3, A4, A5.

(b) Đối với phương án cực biên x hãy tính các ước lượng ∆j, j = 1, 2, 3, 4, 5. Từ

đó suy ra tính tối ưu của x.

Bài 3.2. Giải các bài toán quy hoạch sau bằng thuật toán đơn hình (tên gọi chung

cho thuật toán đơn hình gốc, thuật toán hai pha, thuật toán bài toán M và cả

thuật toán đơn hình đối ngẫu)
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(a) f(x) = 3x1 + 2x2 + 5x3 − 2x4 → min
x1 +7x3 −3x4 = 7

x2 −2x3 +x4 = 1

3x3 −x4 +x5 = 16

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(b) f(x) = 3x1 + 3x2 + 2x3 + 7x4 → max 3x1 +2x2 +x3 +3x4 +2x5 ≤ 15

x1 +2x2 +x3 +4x4 +x5 ≤ 19

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(c) f(x) = x1 − 2x2 → min −x1 +x2 ≤ 2

x1 −2x2 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

(d) f(x) = 2x1 + 4x2 + x3 + x4 → max
x1 +3x2 +x4 ≤ 4

2x1 +x2 ≤ 3

x2 +4x3 +x4 ≤ 3

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4

(e) f(x) = −3x2 + 2x4 + 2x6 → min
x1 +5x4 +x5 +2x6 = 10

x2 −x4 +x5 = 3

x3 −5x4 −3x5 +8x6 = 1

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(f) f(x) = −x1 + x2 − x3 − x4 + 2x5 + 2x6 → min
x1 +x2 +x3 +x4 = 10

x2 −x3 +2x4 +x5 = 0

2x2 +x3 +8x4 +x6 = 30

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(g) f(x) = x1 + x2 + x3 → min
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
x1 −x4 −2x6 = 5

x2 +2x4 −3x5 x6 = 3

+x3 +2x4 −5x5 +6x6 = 5

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(h) f(x) = x2 − 3x4 + x5 + 6x6 → min
x1 −x4 −2x6 = 7

x2 +x3 4x5 7x6 = 9

x2 3x6 = 4

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Xuất phát từ phương án cực biên x = (1, 4, 3, 0, 0, 0)

(i) f(x) = −5x1 + x2 − 2x3 + 5x4 → max
x1 −x2 +2x3 ≤ 7

2x1 +x2 +3x3 −3x4 ≤ 9

3x1 −2x2 +x3 +x4 ≤ 30

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

(j) f(x) = −11x1 + 3x2 − x3 + 11x4 → min
x1 −x2 +4x3 −3x4 ≤ 5

x1 −2x3 −2x4 ≤ 4

2x1 −x2 −x3 +x4 ≤ 6

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Bài 3.3. Giải và biện luận bài toán sau theo tham số t:

f(x) = 2x1 + tx2 + x3 → min
6x1 +8x2 −2x3 ≤ 1

2x1 −8x2 +x3 ≤ 3

−x1 −5x2 +x3 ≤ 2

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

Bài 3.4. Giải bài toán sau xuất phát từ phương án cực biên x = (1, 2, 0, 3)

f(x) = 2x1 − x2 − 15x3 + 4x4 → max
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
x1 +2x2 −x3 x4 = 8

−x1 +x2 +x3 −x4 = −2

3x1 −x2 +4x3 +x4 = 4

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Bài 3.5. Cho bài toán quy hoạch

f(x) = −x1 + x2 − 2x3 − 3x4 + 4x5 → min

3x2 −4x4 +3x5 ≤ 34

x1 +4x2 +x4 −2x5 = 24

7x2 +2x4 −3x5 ≤ 12
1

2
x2 +x3 −1

2
x5 = 5

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(a) Hãy giải bài toán trên bằng thuật toán đơn hình.

(b) Hãy giải bài toán đã cho khi có thêm ràng buộc f(x) ≥ −106.

Bài 3.6. Cho bài toán với tham số t

f(x) = −x1 + x3 − tx4 → min

−x1 +x2 12x3 −2tx4 +4x5 = 9

2x1 +8x3 +(1− t)x4 +2x5 = 14

x1 +(t− 1)x4 −3x5 = 4
1

2
x2 +x3 −1

2
x5 = 5

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(a) Biết rằng x là một phương án cực biên ứng với cơ sở A1, A2, A5. Hãy lập

bảng đơn hình ứng với x.
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(b) Từ bảng đơn hình vừa lập được, hãy tìm tập tất cả các giá trị của t sao cho

x là phương án tối ưu.

(c) Giải bài toán đã cho khi t = 1 và t = 3.

Bài 3.7. Giải các bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng thuật toán hai pha

(a) f(x) = 2x1 + 6x2 − 5x3 + x4 + 4x5 → min
x1 −4x2 +2x3 −5x4 +9x5 = 3

x2 −3x3 +4x4 −5x5 = 6

x2 −x3 +x4 −x5 = 1

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(b) f(x) = 7x1 + x2 − 4x3 → min
−6x1 +4x2 +5x3 ≥ −20

x1 +2x2 +x3 = 8

3x1 −2x2 −x3 ≤ −8

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

(c) f(x) = −x1 + 3x3 − x4 → min
x1 −x3 +2x4 = 1

2x1 +x2 +4x3 −2x4 = 2

3x1 +x2 +3x3 = 3

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

(d) f(x) = x1 − 2x2 + 3x3 → min
2x1 +x2 +3x3 = 2

2x1 +3x2 4x3 = 1

x1 −x2 +3x3 ≤ 4

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

(e) f(x) = 2x1 + x2 − x3 − 4x4 → max
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

2x1 +2x2 −x3 ≤ 1

x1 +3x2 +x3 ≤ −2

3x1 +4x2 −x3 ≤ 3

x3 ≥ 0

Bài 3.8. Giải các bài toán sau bằng thuật toán M :

(a) f(x) = 4x1 + 5x2 − 2x3 → min
x1 x2 +x3 ≤ 6

2x1 3x2 −x3 = 1

x1 +2x2 −x3 = 0

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

(b) f(x) = x1 + x2 − x3 → min
2x1 −x2 +x3 = 2

4x1 −x2 +2x3 = 1

x1 +2x2 −4x3 ≤ 4

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

(c) f(x) = x1 − 3x2 → max
4x1 +3x2 ≤ 12

−x1 +x2 ≤ 5

x1 +5x2 ≤ 6

x1 ≥ 0.

(d) f(x) = −3x1 + 2x2 → max x1 −tx2 ≤ 1

−x1 +x2 ≥ 1

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4

(Biện luân theo tham số t > 0).

(e) f(x) = 5x1 − x2 + x3 − 10x4 + 7x5 → max
3x1 −x2 −x3 = 4

x1 −x2 +x3 +x4 = 1

2x1 +x2 +2x3 +x5 = 7
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xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(f) f(x) = x4 − x5 → max

2x2 −x3 −x4 x5 ≥ 0

2x1 +2x3 −x4 +x5 ≥ 0

x1 −2x2 −x4 +x5 ≥ 0

x1 +x2 +x3 = 1

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

(g) f(x) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 → min
x1 +2x2 −x3 +x4 = 0

2x1 −2x2 +3x3 +3x4 = 9

x1 −x2 +2x3 −x4 = 6

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.
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